LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU
(S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY)

Linearni diferencidlni rovnice 2. ¥fddu s konstantnimi koeficienty je rovnice ve tvaru
ay" +by' +cy=f(x), abcER

Stejné jako u LDR 1. ¥4du pro f(x) = 0 se jednd o homogenni a pro f(x) # 0 o nehomo-
genni rovnici.

A stejné jako u LDR 1. fddu obecné feSeni nehomogenni rovnice dostaneme jako soucet
obecného feseni piislusné homogenni rovnice a néjakého feSeni rovnice nehomogenni.

Homogenni rovnice

Obecné feSeni homogenni rovnice
/! /
ay’ +by +cy=0
urc¢ime na zdkladé kofenti tzv. charakteristické rovnice, coZ je kvadraticka rovnice
aA*> +bA+c=0.

Obecné, je-li A kofen charkteristické rovnice, pak funkce y = e** je feSenim odpovida-
jici homogenni rovnice. Obecné feSeni DR 2. fadu zavisi na dvou vzdjemné nezavislych
konstantach cq,c; € R, v pfipadé LDR vznikne jako linearni kombinace dvou nezévislych
feSeni.

VSechny moZnosti, které mohou nastat, ukdzeme v nésledujicim piikladé:

P¥. 7

a) dva rizné realné koteny

y' +y —6y=0
Charakteristicka rovnice
AM+A-6=0
—1+£5
D=1*-4-1-(—6)=25>0, Aip= 5 M=21=-3

Obecné fesSeni:
_ 2x —3x
Yy = c1e” +ce , €1, €ER

b) jeden dvojnasobny redlny kofeny
y' +6y +9y =0

Charakteristicka rovnice
A +6A+9=0
—6+0
2
Jedno feeni tedy bude y = e~%*, ale jesté potfebujeme druhé nezdvislé feseni, kterym
bude funkce y = xe~3* tj. obecné fesenti je

D=6>-4-1-9=0, A= =-3

y=cre * dcxe, ¢, €ER.
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¢) dva komplexné sdruZené kofeny
y' +4y +13y =0

Charakteristicka rovnice
A2 4+414+13=0
—4 4+ 61

> =-2+3i

D=4>-4-1-13=-36<0, A=
Z teorie komplexnich ¢isel je

—243i)x —Zx(

el = ¢ “*(cos3x +isin 3x)

pfi¢emz redlnd a imaginarni ¢ast této funkce jsou hledana nezévisla feseni, tj. obecné feSeni
ma v tomto pfipadé tvar

2 2

Yy =c1e “Fcos3x+cpe “Fsin3x, 1,00 ER.
Pocéte¢ni dloha pro DR 2. fddu musi obsahovat dvé podminky, obvykle jsou pfedepsany

hodnoty feSeni a jeho derivace v néjakém bodé.

Pt. 8
y' =3y’ +2y=0, y(0)=2y'(0)=1
A2 —3A42=0
D=(-3%-4-1.2=1>0, /\1,2:%, M=1,A=2

Obecné fesent:
y=cre* +ce**, c,c0ER

Jeho derivace:
Y = cie” +2cpe*

Dosadime pocate¢ni podmiky (€% = ¢ = 1)
y(0)=2: 2=c1+0c N cg=3
}/l(()) — 1 . ]. — (:1 ‘+‘ :Z(:z (32 = ——-1
a po dosazeni mame feSeni zadané pocatecni tlohy:

y:3ex_62x

Pozndmka: Tento postup, kdy obecné feSeni ur¢ime podle kofenti charakteristické rovnice,
1ze pouzit pro LDR libovolného fadu, pokud ma konstantni koeficienty. V P¥.6 jsme fesili
DR 1. fadu

Yy +3y=0

jako rovnici separovatelnou. JelikoZz jde ale také o LDR s konstantnimi koeficienty, mtizeme
si vypocet vyrazné zjednodusit. Sestavime piislusnou charakteristickou rovnici

A+3=0,

kterd mé jediny kofen A = —3. Obecné feSeni proto musi byt ve tvaru

y=ce >, cER

ajeto:-)
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Nehomogenni rovnice se specidlni pravou stranou

K nalezeni n¢jakého feSeni nehomogenni LDR 2. fadu

ay" +by' +cy=f(x),  f(x)#0

je opét k dispozici metada variace konstant, kterd je vSak pro rovnici 2. ¥ddu pomérné kom-
plikovana. UkaZeme si proto jednodussi metodu pouzitelnou pro nékteré typy pravych
stran v tzv. specidlnim tvaru.

Specidlni prava strana je funkce ve tvaru

f(x) =" (Py(x) cos Bx + Qu(x) sin Bx) ,

kde a,f € R a P,(x), Qu(x) jsou polynomy stupné n a m. Jinak feteno, specialni prava
strana miize obsahovat polynomy, exponencialni funkce a goniometrické funkce sinus a
cosinus.

Podle tvaru pravé strany f(x) uréime, v jakém tvaru budeme hledat fe$eni y nehomogenni
rovnice, pfic¢emz se budeme drZet nasledujicich pravidel:

1. Regeni y m4 podobnou strukturu jako pravé strana f(x).

2. Polynomy v feSeni y budou kompletni a s neurcitymi koeficienty (nap¥. je-li v pravé
strané polynom x? + 3, tak do feSeni napieme Ax? + Bx + C; misto x ddme Ax + B
atp.).

3. Jeli v pravé strané sinus nebo cosinus, tak v feSeni musi byt obé dvé funkce.

4. ReSeni y musi obsahovat jiné funkce neZ obecné feSeni pfislusné homogenni rovnice
- pokud ne, vyndsobime x.

Predpoklddané feSeni bude obsahovat neznamé konstanty, které uré¢ime dosazenim tohoto
feSeni do ptivodni rovnice. Ve si ukdZeme na ptikladech.
Pt. 9

y// _ 6y’ + 8y — 263x

a) Nejprve najdeme obecné feSeni piislusné homogenni rovnice
2 /
y' —6y +8y=0.

Charakteristicka rovnice
A —6A4+8=0

ma dva rizné redlné kofeny A = 2a Ay =4, 1.
y=ce® +ce®™, ¢, ER.
b) Ted’ se vratime k nehomogenni rovnici
y// . 6y’ + 8}/ — 03X
a pomoci metody specidlni pravé strany najdeme néjaké feSeni. Prava strana ma tvar
fx) =23,
tj. konstanta krét ¢3%, tak fegeni budeme hledat ve stejném tvaru
y = Ae¥.
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Pf¥ipometime si, Ze obecné feSeni homogenni rovnice obsahovalo funkce e** a e**, coz jsou
jiné funkce nez ¢3* v tomto predpokladaném tvaru feseni, takZe je vie v potadku.
Abychom mohli dosadit do ptivodni rovnice, potfebujeme jesté 1. a 2. derivaci (A je ¢islo):

y:A€3x, y/:3A63x, y//:9A€3x

Ted’ vezmeme rovnici
y// . 6y/ + 8]/ — 283x

adosadime donizay, y' ay”:
9Ae>* —6-3Ae> 4+ 8Ae’x = 277
_AQBY — 9p3¥
A=-2
Hledané (néjaké) feSeni nehomogenni rovnice je tedy
y = A’ = —2¢%%

¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice dostaneme jako soucet feSeni ziskanych v pfedcho-
zich krocich a) a b)
y = c1e* +ce® — 2%, ¢, ER.
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Pt. 10
Y’ — 6y 48y =8x> —12x + 18

a) Pfislusnd homogenni rovnice
y' —6y' +8y=0
je stejnd jako v pfedchozim piikladé, takZe ma stejné obecné feSeni
y= c16¥ + e, c1,c0 ER.
b) Nyni je pravd strana

fx) =8x* —12x + 18,

coz je kvadraticky polynom, tak i feSeni nehomogenni rovnice by mél byt kvadraticky
polynom
y = Ax*> +Bx+C.

2x 4

Toto feSeni obsahuje funkce x?, x a 1, coZ jsou jiné funkce nez e?* a e** v a), takZe je ve v

porddku. Derivujeme (A, B, C jsou ¢isla)
y=Ax>+Bx+C, y =24x+B, y’' =2A

a dosadime do rovnice
y' — 6y +8y =8x* —12x +18.
2A — 6(2Ax + B) +8(Ax* + Bx + C) = 8x* — 12x + 18
8Ax* + (8B — 12A)x + (8C — 6B +2A) = 8x> — 12x + 18

JelikoZ mame 3 nezndmé konstanty, potfebujeme pro né 3 rovnice, které dostaneme porov-
ndnim koeficientt u jednotlivych funkci x2, xal:

x2 . 8A =38 = A=1
x : 8B—12A=-12 = 8B—-12-1=-12 =
1 : 8C—-6B+2A=18 = 8C—-6-0+2-1=18 =

Hledané (n€jaké) feSeni nehomogenni rovnice je tedy
y= x>+ 0x+2=x>+2.

¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice opét dostaneme jako soucet feSeni ziskanych v a) a
b)
_ 2x 4x 2
y=ce” +ce” +x°+2, c1,00€ER.

Pt. 11
y// _ 6y/ + 8y — 662x

a) Pfislusnd homogenni rovnice
y' —6y' +8y =0
je stejnd jako v P¥. 9 a P¥. 10, takZe jeji obecné feSeni je opét
y=ce® +ce®, ¢, ER.

b) Prava strana je
f(x) = 66>,
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i. konstanta krat e2*, tak feSeni bychom méli hledat ve tvaru
y
y = Ae*.

Nyni se ndm tu ale vyskytuje funkce e?*, ktera je i v obecném feseni pfislusné homogenni
rovnice v a), tak musime podle pravidla 4 pfidat x

y = Axe®™ .

Ted’ uz mame v fedeni funkci xe?*, kterd uZ se v a) nevyskytuje a vie je v poradku.
Derivujeme (soucin)

y = Axe®™, y = Ae¥ +2Axe*, Y’ =2Ae* +2Ae* + 4Axe™
a dosadime do rovnice
y// . 6]// + 8y — 662x
4Ae* + 4Axe® — 6(Ae* +2Axe™) + 8Axe® = 6>
—2Ae* = 66>

Vidime, Ze ¢leny s pfidanym x se vzdjemné odecetly. To je v pofddku, jinak bychom méli
v rovnici dvé rtizné funkce a pfi porovnani koeficienti bychom dostali dvé rovnice pro
jednu nezndmou A.

Obecné plati, Ze pokud ptiddme do feSeni x, tak po dosazeni musi tyto ¢leny zmizet. Jinak
fe¢eno, musime dostat tolik rovnic, kolik mdme neznamych koeficient(i. Pokud hledame
feSeni ve spravném tvaru, pak jsou tyto koeficienty urceny ze ziskanych rovnic jedno-
znacné.

e 2A=6= A=-3

Hledané (né€jaké) feSeni nehomogenni rovnice je tedy
y = —3xe* .
¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice:
y = c1e® +coe® —3xe*, ¢, €R.

Pt. 12
y" — 2y =13sin3x

a) Resime piislusnou homogenni rovnici
2 /
y =2y =0,

jeji charaktristicka rovnice
A2 —21=0

mé dva rizné redlné kofeny Ay = 0a Ay =2, .
y=c1e® + e = +ce®, c,cER.

b) Prava strana je
f(x) =13sin3x,

tj. konstanta krat sin 3x, tak feSeni bychom méli podle pravidla 3 hledat ve tvaru

y = Asin3x + Bcos3x,
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kde se ndm vyskytuji funkce sin 3x a cos 3x, které se li§f od funkci 1 a e?* z a), takZe je vse
v poradku.
Derivujeme

y = Asin3x+ Bcos3x, y =3Acos3x—3Bsin3x, y”"=—-9Asin3x —9Bcos3x,
dosadime
y" — 2y =13sin3x
—9Asin3x — 9B cos3x — 2(3A cos3x — 3Bsin3x) = 13sin3x
(=9A 4 6B)sin3x + (—6A — 9B) cos 3x = 13 sin 3x
a porovname koeficienty u jednotlivych funkci

sin3x : —9A +6B =13
cos3x : —6A—-9B=0

Tim jsme dostali soustavu dvou rovnic pro dva neznamé koeficienty, ktera md jediné feSeni
A=-1,B=2/3.
Hledané (né€jaké) feSeni nehomogenni rovnice je tedy

2
y = —sin3x + §c033x.

¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice:

2x

) 2
Yy =1 +cpe —s1n3x-|—§cos3x, c1,C2 ER.

Pt. 13
y' — 6y +9y =126, y(0)=1,y'(0) =1
a) Resime piislusnou homogenni rovnici
y//_6y/+9y — 0,
charaktristicka rovnice
A2—61+9=0
ma jeden dvojndsobny redlny kofen Ay = Ap = 3, tj.

3x
7

y = c1e>* + coxe c1,c2 € R.

b) Prava strana je
fx) =126,

tj. konstanta krét e3%, tak fegeni bychom méli hledat ve tvaru
y = Ae>* .

Nyni se ndm tu ale vyskytuje funkce 3%, kter4 je i v obecném fegeni piislusné homogenni
rovnice v a), tak musime podle zdsady 4 pfidat x

y = Axe®,

coZ je ale malo, nebot i funkce xe>* je v obecném fegeni homogenni rovnice. Tak pfiddme
jesté jedno x
y = Ax?e*
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a mame funkci x?¢3%, kterd uz se v a) nevyskytuje a vie je v poradku.
Derivujeme
y = Ax?e¥, Y =2Axe® +3Ax%>,

Y’ =2Ae> + 6Axe™ + 6Axe> + 9sze3x

a dosadime:
y' — 6y 49y = 12>

2Ae% +12Axe> 4+ 9Ax?e> — 6(2Axe + 3Ax%>) + 9Ax?e> = 126
2Ae% = 12¢%*

Jak vidime, stejné jako v P¥. 11 se vSechny ¢leny obsahujici pfidana x navzdjem odecetly
(coz musi, takZe jsme spokojeni) a zlistane ndm jedna rovnice pro jednu neznamou:

Y 2A=12= A=6
Hledané (né€jaké) feSeni nehomogenni rovnice je tedy
y = 6x2 3x
¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice:
y = 1> + coxe®™ +6x%3*, 1,00 ER.

d) Tentokrat byla zaddna pocate¢ni tloha, tak jesté musime dosadit pocdte¢ni podminky.
Stejné jako v P¥. 8 si nejprve spocitdme derivaci obecného fesent

y= 16> + crxe®™ + 6x%e>*

Y = 3c1e® + 26> + 3cpxe 4 12xe3* 4 18x2e3*

a pak dosadime pocate¢ni podminky:

y0)=1: 1= ¢ N =1
]/l(O) — 1 . 1 — 3CH,_F CZ C2 = ——2

Vysledné feSeni zadané pocatecni ulohy je tedy

y = e — 2xe® + 6x%e% .
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