LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Linedrni DR (LDR) 1. fadu je rovnice ve tvaru

a(x)y’ +b(x)y = f(x) .

Je-li f(x) = 0, jedna se o homogenni LDR, pro f(x) # 0jde o nehomogenni LDR.
Obecné feSeni nehomogenni LDR dostaneme jako soucet obecného feSeni pfislusné ho-
mogenni LDR (coZ je separovatelna DR) a néjakého feSeni této nehomogenni LDR, které
ziskdme metodou variace konstant - feSeni hleddme ve stejném tvaru jako je nalezené fe-
Seni homogenni LDR, jen konstantu ¢ nahradime funkei c(x).
Pt.5

xy +y=x>, y(1)=2

a) Nejprve najdeme obecné feseni pfislusné homogenni rovnice (pravou stranu nahradime
nulou), coz, jak jiz bylo feceno, je separovatelna DR:

xy +y=0
o 11
Y=y ey
1 ,__1
gy— ” y#0,x#0

jak si snadno ovéfime, funkce y = 0je feSenim ptivodni (nevydélené) rovnice, které bychom
ztratili. Druhé podminky x # 0 si nebudeme vs$imat - ta hraje roli p¥i uréovani oboru plat-
nosti feSeni, ktery my (pro zjednodusSeni u¢iva) neurcujeme.

1 1
[ydr=—[za

Inly]=—In|x|+c1, ¢ €R

Pfi vyjadfeni feSeni v explicitnim tvaru postupujeme podobné jako v P¥.4

Inly]=—In|x|+In(e?), ¢ €R
el
ln|y]:1n(m>, cf ER
|y|=|672|, 0 =e1>0

c
yzf, c3#0

To je obecné feSeni rovnice po vydéleni, obecné feSeni rovnice pfed vydélenim dostaneme
pfidanim ztraceného feSeni y = 0, tj.

coz lze zjednodusit jako
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b) Ted’ musime najit néjaké feSeni ptivodni nehomogenni rovnice
/ 3
xy +y=x".

Podle metody variace konstant hleddme toto feSeni ve stejném tvaru jako ma feseni ziskané
v a), jen jen konstantu ¢ nahradime funkci c(x), tj.

Neznamou funkci ¢(x) uréime dosazenim do rovnice - v té se vyskytuje i derivace i/, kterou
si proto spocitdme (derivace podilu)

a vée dosadime do xy’ +y = x3:

x
DRI
X x
Cleny obsahujici funkci c(x) se vZdy navzidjem odeétou - pokud by nezmizely, tak je v
pfedchozim postupu néco Spatné!!!
d(x) = x°

My ale pottebujeme funkci ¢(x), takZe budeme integrovat:

c(x):/c’(x)dx:/x3dx:XZ4

Pocitali jsme neurcity integral, tak bychom spravné méli pfidat integra¢ni konstantu - ndm
ale staci najit jedno néjaké feSeni nehomogenni rovnice, tak si ji méizeme odpustit. ..

c(x) %4 S

V= TYER T

¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice dostaneme jako soucet feSeni ziskanych v ptedcho-
zich krocich a) a b)
c X3
y= p + 1 ceER
d) Na zavér uz jen dosadime pocatecni podminku

c 13 7
1)=2: 2=—+— =L

a mame vysledné feSeni zadané pocatecni tlohy:

y +3y=18x, y(0)=1
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a)
Y +3y=0
1

_/:_3 #01
yy y

pficemz y = 0 je feSeni rovnice pfed vydélenim.

1
24 :—/3dx
/e

Inly|=-3x+c1, c1€R
Inly| =In (673") +In(e?), ¢ €R

Inly| =1In (e*3xecl> , C1ER

ly| = c2e™>*, >0

— —3x
y=cse 7, c3#0
Obecné feseni homogenni rovnice pfed vydélenim dostaneme pfiddnim ztraceného feSeni

y=0,t.

7

y=rc3e 3%, c3#0
y=20

zjednodusSené

y=ce >, cER

b) Regeni nehomogenni rovnice
y + 3y = 18x

hleddme ve tvaru
y =c(x)e

ktery zderivujeme (jako soucin)
y =/ (x)e 3 +c(x)e3¥(-3)
a dosadime do rovnice
¢ (x)e ™% 4 c(x)e 3 (—3) + 3c(x)e 3 = 18x
Cleny obsahujici funkci c(x) se odeetly - takZe je to spravné :-)
¢/ (x)e™* = 18«

18x
! 3
c'(x) = = 18xe™

u=18x v =e
=18 v=1¢
u = U—T

c(x) = /c’(x) dx = /18xe3x dx =

3x‘

eSx eSx 3 3
:18x?—/18?dx:6xex—6/exdx:

3x
= 6xe>* — 6% = 6xe>* — 2%

y=c(x)e ™ = <6x63x - 2e3x) e3*
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Roznasobime zavorku, pficemz e3Xe3x = 3x=3x — 0 — 1 takZe hledané feSeni nehomo-
genni rovnice je
y=6x—2.

¢) Obecné feSeni nehomogenni rovnice:
y=ce ¥ +6x—2, cCR
d) Dosadime pocatecni podminku
y(0)=1: 1=c3%+6.0-2 = 1=c-2 = =3
a mame vysledné feSeni zadané pocatecni alohy:

y =3 +6x—-2
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