DIFERENCIALNI ROVNICE (UVOD)

Diferencialni rovnice (DR) k-tého fadu je rovnice

f (x,y,y’,y”,y”’,. . -,]/(k)) —0,

e obsahuje proménnou x, funkci y a jeji derivace,

e fad DR = fad nejvyssi derivace,

e feSenim je funkce y = y(x), kterd ma derivace az do fadu k a vyhovuje rovnici.
Pt.1 Ovéite, jsou-li je funkce y = =2 a y = 2x + 3 feSenim DR

y/// + 2]/// — 0 .

DR je 3. ¥4du, tak nejprve uréime prvni aZ tteti derivaci funkce y = e=2*:

y/ — _26—2x , y// — 48—2x , y/// — —86_2x

a dosadime je do rovnice
—8e 48 =0 = 0=0

Funkce y = e~ % je tedy fe$enim uvaZované DR.
Pro druhou funkci dostaneme

y:2x+3/ ylzzl y//:O, y///zo

po dosazeni mdme rovnou 0 = 0, tj. i funkce y = 2x + 3 je feSenim této DR.
Z ptfedchoziho vidime, Ze feSenim je libovolna linedrni funkce. ReSeni je tedy nekone¢né
mnoho, v tomto pfipadeé to je mnoZina funkci ve tvaru

y=cre  +cx+cs,

kde cy, 2, c3 jsou libovolné redlné konstanty. Takovou mnoZinu nazyvdme obecné feseni
DR, pocet konstant je vzdy roven fddu DR. Libovolné funkce z této mnoziny (tj. pro néjaké
konkrétni hodnoty konstant) se nazyva partikularni feSeni DR.

Pokud mé byt tloha jednoznacné feSitelna, musi kormé DR obsahovat jesté podminky (po-
¢atecni nebo okrajové), podle kterych z nekone¢né mnoha funkci obecného feSeni urc¢ime
to spravné partikuldrni feSeni.

Tj. m&me-li zadanou pouze DR, pak hleddme obecné feSeni. Pokud mdme DR a podminky,
pak je feSenim jedna konkrétni funkce.

DR 1. fddu je DR ve tvaru
f(xyy)=0.
Obecné feSeni odsahuje pouze 1 volitelnou konstantu, pro jednoznacné feSeni potiebujeme

1 tzv. pocateéni podminku y(xg) = yo (pfedepiSseme hodnotu feseni v jednom bodé, neboli
feSeni musi prochédzet bodem [xo; yo]).
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DR 1. fddu se separovanymi proménnymi

neboli separovana DR je DR ve tvaru

f)y =gx)

(vSechna vy, kterd se v rovnici vyskytuji, jsou separovand na levé strané a vSechna x na
pravé strané rovnice).
Pro fe$eni pfepiSeme derivaci y’ pomoci Leibnitzova zédpisu jako podil diferenciala

f(y)a:g(x),

v 7.

¢imZ jsme pokazili separaci, tak celou rovnici vynasobime diferencidlem dx a dostaneme

f(y)dy = g(x)dx .

Ted’ uZ jen na obé strany p¥idame integra¢ni znak |

/f(y) dy = /g(x) dx

a dalsi postup je jasny - obé strany zintegrujeme a takto vzniklé feSeni vyjaddiime (je-li to
mozné) v explicitnim tvaruy = ...
Oba integraly jsou neurcité, takZe by se na na obou strandch rovnice méla objevit integra¢ni
konstanta, z praktickych dtvodi ji budeme psat pouze na pravé strané u proménné x (ta
leva by 8la pfevést na druhou stranu a rozdil dvou konstant je zase konstanta).
Pi.2

3v%y' =2x—1, y(0)=2

Nejprve si nevsimame pocatecni podminky a najdeme obecné feseni DR:

3yzjy—2x—1 / - dx

/By dy = /Zx—l

—xz—x—i—c ceR

Jakmile se pfi feSeni DR objevi né]aké konstanta, musime napsat, co je zac¢. Zde je to inte-
gracni konstanta, tj. libovolné redlné cislo.
Ted’ vyjadfime y a dostaneme obecné feSent:

y=vx2—x+4c, cER

Nakonec dosadime pocateéni podminku y(0) = 2 (4. za x dosadime 0 a za y dosadime 2),
¢imz ziskame hodnotu konstanty c:

y(0)=2: 2=v02-0+c = c=38

v

Vysledné feSeni nasi poc¢atecni dlohy je

3

y=Vx>—x+8.
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